Appunti di calcolo delle probabilita e
statistica

Michele Di Cosmo —30/06/2009 — http://www.sugata.eu.

Dispense tratte dalle slides del corso di Probabilita e Statistica 1 della prof.ssa Elvira Di Nardo dell’Universita della
Basilicata (http://www.unibas.it/utenti/dinardo/home.html) e dalle dispense del prof. Paolo Vidoni dell’Universita di
Udine (http://www.dss.uniud.it/index.php/Teaching.html) in funzione dell’esame di “Calcolo delle probabilita e
statistica” tenuto dal prof. Luigi Pace per il corso di Laurea triennale in Informatica presso I'Universita di Udine.

| paragrafi marcati con la doppia linea sulla destra trattano dimostrazioni.

1. Spazio campione
& = esperimento casuale
S = possibili risultati di € = Spazio campionario dell'esperimento
F = collezione degli eventi

P(ANB) =P(A)-P(B) = A e B stocasticamente indipendenti

n
(k) = [{A|A € B,|B| = n,|A| = k}|

e !
()= e

(x) esprime il numero di sottoinsiemi distinti di cardinalita di x che si possono formare con gli elementi di

un insieme con cardinalita n.
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Combinazioni

con ripetizioni e elementi distinguibili in base

all’ordine:

nk

senza ripetizioni e elementi distinguibili in base
all'ordine:
n-m—1-...(n—k—1) =),

con ripetizioni e elementi non distinguibili in base
all'ordine:
(n + k- 1)
k

senza ripetizioni e elementi non distinguibili in base

all’ordine:
n
(i)

Estrazione di x palline bianche ed n - x non-bianche con reinserimento da un’urna

scelta U;

Sia p la probabilita di estrarre una pallina bianca dall’urna U;.

PE|U) = (Z) p* (1 =)


http://www.sugata.eu/�
http://www.unibas.it/utenti/dinardo/home.html�
http://www.dss.uniud.it/index.php/Teaching.html�

2. Probabilita condizionata

e P(B
P(BIA) & PIB) -%

Definizione di probabilita condivisa

o P(ANB
P(A|B) if%

Teorema della probabilita composta
|[P(AnB) = P(B) - P(A|B) = P(A) - P(B|A)|

"P(B)
Dimostrazione: P(A|B) & ”f;gf) = P(ANB) = P(B) - P(A|B) “
Teorema di Bayes elementare
P(A) - P(B|A)
b. t. .
Dimostrazione: P(A|B) Qef Pg‘z;f) prob.composta % “

Teorema della probabilita totale

P(E) = Z(E NA) VE€F = Z P(A,) - P(E|A)

i€l i€l

Dimostrazione: 4; N4, =@ = (ENA4;) N (E n Aj) =0sei#j=VUig (ENA)=ENU; (4)=EnN
prob.totale

S=E=PE)=P(Uie (ENA)) =X PENA)=PENA) = XPA): PEIA)

Teorema di Bayes
Siano A; con i € I € N una partizione di § di eventi non trascurabili.
Sia E un evento non trascurabile.

P(Ay) - P(E|Ay)

P(AL|E) =
(“AlE) =1 P(A) - P(E|Ay)
Dimostrazione:
P(Ai n E) Teor.prob.composta
P(A|E) = TE}
P(A;) - P(E|A;) Teorprob.totale
P(AIE) = lP(E) : =
pa ) = "D PEEIA)
l =1 P(4) - P(E|Ay)




3. Variabili aleatorie discrete e continue
Le formule sotto riportate si riferiscono alle variabili aleatorie discrete. Quando si trova * in pedice si
riferiscono a variabili aleatorie continue.

Con v.a. si intende variabile aleatoria.

Variabile aleatoria
Una variabile aleatoria € una funzione che associa ad ogni esito dello spazio campione di un esperimento
casuale un numero. Il suo valore dipende dalla distribuzione che scegliamo.

X = variabile aleatoria discreta con possibili valorix; coni =1, ...,n
X, := variabile aleatoria continua con possibili valori R

Supporto
Il supporto di una variabile aleatoria Sy & il piu piccolo insieme di valori reali reali che contribuiscono a una
predicazione quasi certa. Nella pratica corrisponde all’insieme dei possibili valori assunti dalla v. a..
Pili precisamente
Sy = {x e R|fx((x —&,x + &) > 0Ve > 0}
Ad esempio se X~D(c), Sy = {c}. Se X~Bi(1,p), Sy = {0,1}.

Variabili aleatorie identicamente distribuite
X,Y identicamente distribuite & X~Y < Py(A) = Py(A) VA



Funzione di massa (o densita) di probabilita
f = massa di probabilita o densita di probabilita

fif{xy,...x,} > [0,1] f:R—>[0,1]
f(x)=0Vx € {xq, ..., x,} fi(x)=0vx ER
(non negativita) (non negativita)
n
> fe =1 Jopeax =1
i=1 (normalizzazione)
(normalizzazione)
f0) d=efP(X =x)Vx € {xq1, ..., %, } £ () d=efP(X =x)Vx€eR
b
Pla<X<b)= 2 f(x) Vx € {xq, ..., x,,} P(a<X<b)= f £(x) dx
a<x<b a
f(I] ) f(-rg }f{,’f_;) f[x-*l’}
atorig continue - d.:
X, X, Xy Probabilita e Statigtica I-\ a

Soddisfa i 3assiomi di Kolmogrof:
1. Py(B)=0
2. Px(R) = Xrernsy Px (%) = Xxesy Px(x) =1
3. SeBi N By =0 = Px(By UBy) =X em,upnsy Px(x) =

B1NB2=0
(BlﬂSX)ﬂ(anSZ) = [0}

2(BynSy)uBLnSy) Px (X) 2B,nsy Px(X) + Xp,ns, Px(x) = Px(By) + Px(B,)

Distribuzione di probabilita
distribuzione di probabilita := {(x,f(x))|x € dom}




Funzione distribuzione cumulativa (o di ripartizione)
F(x) = funzione distribuzione cumulativao funzione di ripartizione

def def X
Fr() € P <) €Y frx) B0 Era <0 [
xi<x —0o
x<y=F() < FO) x<y=F, (0 <F.0)
Z _I I I ! I
Q E 1D 15 20
fx(x) = Fy(x)' fixy () = Ey(x)'

Proprieta:
1. lim,,_o Fx(x) =0
lim, 0 Fy(x) =1
2. x1 < xp = Fy(xp) < Fy(xy)
3. lim,_y+ Fy(x - &) = Fx(x) Vx € R, ovvero vale la continuita a destra in ogni punto.




4. Indici per le variabili aleatorie

In §6 (Momenti) vengono trattati piu dettagliatamente questi indici. Intanto un’infarinatura per capire le

distribuzioni.

Valor medio (o valore atteso, o media)

ECOEpE Y e f@)

X

def def

E.(X) = u, = fmx - f(x) dx

E[aX + bY] = aE[X] + BE[Y]

x<y=FE((x) <EQ)

Varianza

VOO E o2 TR -7 = ) (=17 fGx)

Vo & o2 f (= w2 fx) dx
R

V(aX) = a? Vl(z)})

V,(aX) = a*V.(X)

VX)) =0=PX=a)=1

LX) =0=PX=a) =1

Deviazione standard

o ¥ waor

def

o, = [V(X)]

N =




5. Distribuzioni
Distribuzioni discrete

Distribuzione discreta degenere
X~D(c)conc €ER
Sx ={c}

_(ceB=1
fX(B)_{ceB:O

Distribuzione discreta uniforme
X~Ud({xq, ..., %, })

el
o) = =
SeX.S—){a,a+1,...,b}
b+a
|f u=EX)=—
=>{ b —a+1?2-1
"~ 12

Distribuzione discreta di Bernoulli

X~Ber(p)~Bi(1,p)
x 0,1}
fr (D) “‘—“p
def

fx(0) =1-
E[X] =
VIX] =P'(1—P)

Distribuzione discreta binomiale
Esperimento casuale con n prove ripetute
indipendenti con successo o insuccesso e

probabilita di successo p costante, X indica il

numero di successi.

X~Bi(n,p)

def . . . . .
X = variabile aleatoria binomiale

d_efo1

def

f(x)— p - (A=-p)
x<0=0
F(X) ={0<x<1=>1 p

x=>21=1
X = Xi
2
E[X]=np
VIX] =np-(1-p)
My(w) = (1 —p+pe")"

Distribuzione discreta geometrica
Probabilita di successo costante p.

fx € la probabilita che il successo si verifichi per la
prima volta all’x-esimo passo.

X~Ge(p) conp € (0,1)
Sy =7 ={1,2,..}
def

fx)=@-p)* 1-pconx=1.2,.
1
EX]=u=-
p
1_
V[X] =0%= pzp
u
MX(u)=1 — conpe* <1

Distribuzione discreta di Poisson

Esiti casuali sull’asse reale. Esistono
sottointervalli sufficientemente piccoli tali che un
evento si verifica solo una volta nel

sottointervallo, |la probabilita che accada A é la

stessa in tutti i sottointervalli e proporzionale alla

lunghezza di essi, gli eventi sono indipendenti.

X~P(A)cond>0

e —A9x
fx(x) def vx =0,1,..
E(X) = ,u = /1
VX)=0?=21

My (u) = e*" D



Distribuzioni continue

Distribuzione continua uniforme

X~U(a, b)

f(x) dff dovex € [a, b]
x<a=>0

F(X) = xE[a,b)=>z:a
x=2b=1

EC) =a;—b

voo = &=

2

Distribuzione continua normale o
Gaussiana
X~N(u,0?)conp € Reo >0
X~N~N(0,1) sidice standard

def 1 _(x‘ﬂ)z
fx(x) = e 2% conx €R

NG
&m?%@
EX) =
V(X) = 02

u+luza2 2
My(uw) = e""2" 7 & X~N(u,0°)

Distribuzione continua esponenziale
X~Exp(1) cond1 >0
def (x > —Ax
f( ) {x 0= Jle

x<0=0
<0=>0
1
E(X)_Z
V) = —
)



6. Momenti
| momenti di una v.a. o di una distribuzione sono i valori attesi di potenze della variabile aleatoria con la
distribuzione data.

Funzione generatrice dei momenti
My:D - R

(D e h@

My (u) £ E(e¥) = J xS
lf e™ - fy(x) dx

Proprieta:
1. 0 € D Vdistribuzione di X
infatti My (0) = E(e®) =1
2. Se{e,—e} € D = IMy convergente = IMy propria

3. Se My propria = 3 finiti momentiy, = E(X") = dd;r My (u)|t:0

Momento di ordine r di X

12 def
t = EX")

Valore atteso (o media)

Il valore atteso e il momento di ordine 1:

def
py = = EQX') = E(X)

Momento secondo

py = E(X) = Y 2% f()

X

Momento centrale di X

E’ il momento di ordine r di X rispetto a p con a = uy:

e S EX = 1))

Si noti che yy = E((X — MX)) =0echeu, = E((X — puy)?) = V(X). |I

Quantile p-esimo
Il quantile p-esimo di una v.a. X continua o della distribuzione corrispondente € il piu piccolo fp tale che

Fx(&)=p
Ad esempio:
se X~U(a,b) = Fy(¢,) =p=>%=p=>fp =a+p-(b—a),
seX~ExpD) = Fy(§)) =p=1-e*r=p=1-p=e?» =In(1-p) = -2, =
=&, = —@.
Mediana

medy «f 0,5 = quantile 0,5



Possiamo anche definire la mediana come

1
P(X < medX) ==
medy tale che %
P(X = medy) < 3
Ovvero come
( rme dy 1
fx(x) dx = >
medy tale che{ "o 1
|| Aede=;
medy
Moda
Xmo = Maxify
Varianza

Sia X una v.a., sia E(X) il valore medio. Sia X = (X — E(X))2 la variabile X cosi trasformata.
V) = E(X) =E((X - ECOY)

Proprieta:
1. V(X) = 0V legge di probabilita

a. Propr.Cauchy
infatti T = (X — E(X))’ =T =0 Sy € [0, ] {E(T) >0

VX)>0
2. VX)) =02 X~UX)=0
{ V(X)=0= X~D(c)
V(X)>0= X+ D(c)
3. V(X) = E(X?) — E(X)?
2 E(c)=k
infatti V(X) = (X —EX)) =EX*+EMX)?-2E(X)-X) = EX*)+EX)*-2EX)-
£ "L B - EC0?
4., V(X+c)=V(c)
infatti: V(X +¢) = E (X +c— E(X + c))z) =E((X+c—EX) + E(C))Z) = E(X —E(X)) =
V(X)
5. V(b-X) =b%-V(X)
infatti: V(b-X) = E((b- X —E(b-X)?) =E((b-X —b-E(x)?) = E(b*(x — E(X)?)) = b*-
E(X—-EX?)=bp%-V(X)
6. Omessa

7. EX =02 =V(X) + (c—EX)
infatti: E(X —¢)? = E(X? —EX) +E(X) —c)* =E ((X —EX)H + (c- E(X))2 -

2(EX) — o) (X — E(D)) = EX — EX)?) + (c = EC)’ = V(X) + (c — Q)

Inoltre, poiché E & un operatore lineare = V[X] = E[(X — u?)] = E[X? — 2Xu + u?] = E[X?] -
2E[Xu+ p? = E[X?] — 2.

Squarto quadratico medio

Sy =V



7. Proprieta delle distribuzioni

Distribuzione discreta binomiale

def /m —_

o= () -p* - —pyn

la positivita & banale, mentre la normalizzazione si dimostra sfruttando il teorema del binomio di Newton:
n . .

(a+b)" =¥, ( aibn.

l
n n

My() = EE™) = Y e -fr) = ) e (D)p - = (}) pe)x 1 -p)
X€ESy x=0 x=0
=@ —p+pe)"
Si noti che My & propria.

My(w) =n(1—p + pe*)" ! - pet

) d
My () = = My(w) =n(n - 1)1 —p+ pe*)" "% - (pe*)? + n(1 —p + pe*) - pe*

E(X) = My(Wly=o = np

E(X?) = My Wly=o = n(n — Dp* + np
VX) =EX*) -EX)*=-=np(1-p)

Distribuzione discreta geometrica
S <1 M (O) = i = = { - } €D M i
f—1 = = = ) et
ep X 5 & —€ x propria

d
EX) =2 Mx(w)

S| =

u=0

def d2 1 ’ P
VX)) = EX?) - EX)? = - My(w)| - (;) T d-p?

2
du =0
Distribuzione discrete di Poisson
def € AA%
flx) =
x!
La positivita & banale, mentre la normalizzazione si dimostra tramite lo sviluppo in serie di Taylor di e*:
(0] .
x Taylor 1 xz x3 xt
e +x+ 2 + 3 + i
i=0
(0] .
n xl
lim (1 +—) =e* =Z—=>
n—-oo n |
i=0
[ee] (o] Ax (o] Ax
fo(x)=23_;{-_=e_ﬂ- _=e—ﬂ..e/1=e()=1
x! x!
x=0 x=0 x=0

La funzione generatrice di momenti & cosi ricavata:

had Ax had Ae¥ )X .
My(u) = E(e™) = Z fx(x) = Z ewr e~ P e Z ( x') =e - e7heu = pAle" 1)
! L o«

X€ESy x=0

Mentre valor medio e varianza:




M)'((u) = etleu—1) pu

M)}' (w) = (e’l(eu‘l) -)le“)(le“) + et~ . jeu
EX) = My(0) =2

EXY) =My (0) =22 +2

VX)) =22+1—-2%2=2

Distribuzione continua uniforme
La funzione di distribuzione o ripartizione Fy(x) con X~U(a, b) si trova in questo modo:

X
x<a=>J 0dt ( x<a=20
—00 X 1
x a x 1 xE[a,b]=>f—dt
FX(x)=f fx(t)dt=<xe[a,b]=>f 0dt+fb adt = « b—a
—o0 —o0 a - b 1
a b 1 x k x>b=>f =1
x>b=>f Odt+J dt+f0dt « b—a
\ o s b—a b
x<a=0 x<a=0
el b]=>[ t ]" 1 1 xX—a el b]=>x—a
= = . — . = =<x a,
e b—al, b—a  b-a " b-a b—a
x>bhb=1 x>b=1

Distribuzione continua normale o Gaussiana

Si noti che se X & standard, ovvero X~N(0,1)

fx(x) = —x- fy(x)
" d
fx &) = a(—x'fx(x)) = (x% - 1) fy(x)

si vede conseguentemente che fy ha due punti di flesso: x = +1 e sara quindi convessa con |x| > 1e
concava con |x| < 1.

La funzione generatrice di momenti si trova in questo modo:

Z~N(0,1)
My(u) = E(e¥) = E(e”(‘”az)) = e - E(e%9%) = e - M, (uo)
Mz(w) = J o '—,—1 e 7 dx = f R T TR f Tl e
- 2n —0 V2T —oom
=1
ot

lu2 l(ua)2
Z~N(0,1) & M;(u) = e = X~N(u,0?) & My(u) = e™ - e2

M) = -
My ) = -

E(X) = My(0) = p

E(X?) = My (0) = u? + o2
VX)) == o2

Si noti che con u piccolo avremo una campana piatta e larga, mentre con un u grande la campana sara
stretta e alta.




Standardizzazione
Il passaggio da una variabile aleatoria X~U(u, %) a Z~U(1,0) si chiama standardizzazione e si effettua
tramite la funzione la formula qui descritta tramite @, chiamata funzione di valutazione numerica:
Z 1 x—u X—u
Z=®(z) = J — ) =
—0 V2T o o

guesto permette di usare la tavola della densita (o ripartizione) di probabilita normale standardizzata.

-e_%tz dt = CD(

Calcolo del quantile-p
Sia EXP il quantile p relativo alla funzione X,

Sia fzp il quantile p relativo alla funzione Z, standardizzazione di X.

Sxp = M+ 08y,
Infatti:

Fx(fxp)=P=>q’(pr)=P=>q’<&i+ﬂ>:P=>fxp =u+o0sz,

Distribuzione continua esponenziale
E’ una distribuzione ben definita poiché gode della proprieta di positivita e di normalizzazione.

1. Positivita:

A>0

ex>OVx}=>fX(x)20VxE]R

2. Normalizzazione:

X—00

f_mfx(x) dx = J(-) le™ dx = [_e_xx];’ = lim —e™ — (—e??) =0+e’ =1

La funzione di distribuzione o ripartizione Fy(x) con X~Exp(A) si trova in questo modo:

x<a=20
x x x<a=0
FX(x)=f fx(@®) dt = xE[a,b]=>J Ae™Mt dtz{xe[a,b]:l—e_’b‘
e a x>b=>1
x>b=0

(Sono stati omessi i passaggi banali trattati nel caso della distribuzione continua uniforme.)

8. Convergenza in distribuzione di una successione di variabili aleatorie
Sia X, una successione di variabili aleatorie.
Se all'aumentare din, Fy, tende ad una funzione specifica, ovvero Fy (x) Vx € D tende ad un valore

specifico x’ dipendente da x, allora si dice che la successione X,, converge in distribuzione. Ovvero:
d

def
lim Fy (x) =Fx(x)Vx€D <X, — X
n—0o
Si noti inoltre che se sia X che X,, ¥n hanno una funzione generatrice di momenti propria allora

d
Xn, = X & lim My (uw) = My(u) Vu € (—¢,¢)
n—0oo

9. Variabili aleatorie multivariate
Siano X, ..., variabili aleatorie.
X, e definita indipendentemente dalle altre, mentre X; & definita in base all’esito di X1, ..., X;_1.




Legge congiunta di due variabili aleatorie
Sxy = {(x,y) € R*|x € Sx,y € Sy|x=x}
fxy = fx(x) 'fY|X:x(y)

Ad esempio, se X~D(xg) e Y|x = xo~D(yy) = Syy = {(x0,v0)}-
Ad esempio, se X~Bi (1,3), Y|x = 0~Bi (1,5) e Y|x = 1~Bi (1,5) = Strje-0) = Strje=p = (0,1} =
SXY = {(O'O)' (1'0)' (0'1)' (111)}

La funzione di massa di probabilita & cosi ricavata:
friv(,y) =PX =xY =y)=PX =x) P(Y =y|X =x) = fy(x)  Pyjx=x(¥)

Supporto marginale
Sy = {x € R|(x,y) € Sy per qualche y € R}
Sy = {y € R|(x,y) € Sxy per qualche x € R}

Densita marginale
Sia f conginuta

fxy )
fe@) = 7S
\ f fury Cty) dx

( fxy (6, y)

fry) =< xeifflyzy
L | farCovray

Legge condizionale

Siay € Sy|x=x,

PX=xY=y) fiv(xy)
PX=x) — f()

frix=x(M =PX =x,Y =ylX =x) =

Positivita e normalizzazione
Le funzioni f congiunte sono positive e godono della proprieta di normalizzazione:
Pyy(x,y) =2 0Vx,y

fR fRfX,y (o,y) drdy =1




10. Esempi

Esempi con distribuzione binomiale

n = 10,p = 0.5 (simmetrica) n = 10,p = 0.1 (asimmetrica)
Distribuzione di probabilita Distribuzione di probabilita
03 045
04
0,25 0,35
02 03
0,15 B Massa ugg @ Massa
0.1 0,15
0.1
0,05 0,05
i) 0
0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
Esempi di distribuzione geometrica
Con p = 0,1, la distribuzione di probabilita risulta Con p = 0,9, la distribuzione di probabilita risulta
0,12 08

0,1 1
0,08 -
0,06 - 04 -

0102 ] I I | I
0 I I I I I I 0 |I| T 1 1 T 1 T 1 T 1 T 1
LN S S BN B E E BN E R E B B B BN
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Esempi di distribuzione di Poisson

0,6 -

PerAi=0,1 Per A = 5 (simmetrica)

Distribuzione di probabilita Distribuzione di probabilita

Per A = 2 (asimmetrica)
Distribuzione di probabilith

03
0,25
02
0,15
01
0,05
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